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可控排序 问题的凸二次规划松弛近似算法
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摘要 用 凸二次规划松弛方法
,

研究工件加工时间可控的
,

使加工时间压缩费用

与加权总完工时间之和为最小 的排序问题
,

得到界为 32/ 的多项式时间近似算法
.

关键词 二次规划 可控排序 近似算法

2 0 世纪 90 年代以来
,

用线性规划
、

二次规划和半定规划等数学规划方法来研究组合优化

问题 (包括排序问题 )得到了不少新的成果
.

1995 年 & 犯m a n ,
等〔`〕把图论 中最大割问题松弛成

为半定规划
,

再用随机化方法对这个问题提出近似算法
,

使得到的近似算法的界由原来的 0
.

5

达到 0
.

65 1
.

199 8 年 s ku et lla 图把平行机排序中的 N P 难题 尸 日艺哟cj 和 R }}习哟cJ 表述成二

次的 0
一

1整数规划问题
,

然后将其松弛成为凸的二次规划
.

在求得凸的二次规划 的最优解 (它

有多项式时间的算法 )后
,

再用随机化方法来构造原问题 尸 }}艺 wl cj 和 R }}习 wj cj 的近似解
,

从而得到令人满意的结果
.

s ku et n。 在这篇论文中还用半定规 划对 问题 R Z {}习哟cj 得到界

为 1
.

25 72 的近似算法
.

用凸二次规划松弛的方法研究加工时间可控的排序问题
.

设有
n
个工件 { J

l ,

几
,

…
,

nJ }
,

工件 jJ 的加工时间为 jP
,

工件的加工时间可以压缩
,

最大的压缩量为 uj ( uj 鉴 jP )
,

单位压缩费

用为 cj
,

用 tj( 0 蛋 今感 uj )表示工件 去加工时间的压缩量
,

用 乃表示工件 jJ 的实 际加工时

间
,

则 乓
= jP 一 t,. 记工件 jJ 的完工时间为 乓

,

工件 jJ 的权为 哟
.

考虑的 目标 函数是加工时

间的压缩费用与加权总完工时间之和
,

即 F ( :
, 、
)

=

习 cj jt +

习
w

。
( , ) c (、 )

,

其中 ` =
( `

1 , ` 2 ,

…
,
t
。

)是工件加工时间的压缩向量
, 5 =

(
、
( 1 )

, 、
( 2)

,

…
, 、
( n) ) 是 ( 1

,

2
,

…
,

n) 的一个排列
,

表

示工件加工 的次序
.

加工时间可控的排序问题是要寻求一组 ( t
, ,
)使 F ( t

, ;
)为最小

.

用三参

数的方法
,

这个问题可以表示为 11 叩 t }艺哟 q
十

艺勺tj
,

这里 叩 t代表
“

加工时间可控 ( co in or l
-

labl
。

卿
es is gn imt es)

”
.

vic ks on 川最早讨论了这个问题
.

此问题被证明是 N P 难题闭
.

设 T 二 }(t
, ,

t Z
,

…
,
l
。

) j0 ( tj 蕊 uj
,

j 二 1
,

2
,

… 。
}

,

即 T 是工件加工时间的压缩 向量的全

体
,

再用 S 表示 ( l
,

2
,

…
,

n) 的所有排列
,

则所研究的问题可写成
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n n

( P )
!
m ·̀ F ( `

, “
)

=

答
cj ` ·

答
切

·
(了 ) sC (了)

,

L 5
.

t
.

( t
, 、 ) e T x 5

.

vic ks on 川证明
,

对问题 ( )P 存在这样的一个最优解
,

其中 ` = 0 或 uj
,

即 乃
= P] 或 jP 一 uj

,

在求解

最优解过程中确定工件 去的实际加工时间时只需考虑两种情况弓
= jP 和 jP 一 uj

.

如果 弓
= jP

(即 今=
0)

,

称工件 去是不压缩的 ;如果 只
= 片 一 价 (即 tj = uj )

,

称工件 jJ 是压缩的
.

对于确定

的向量 , =
( ,

, ,
, 2

,

…
, `。 )

,

目标 函数 F ( `
, 、 ) 中 艺 cj ` 的值与工件的次序

、 二
(
、
( l )

, :
( 2 )

, ,

二 ,

、
(

n
) )无关

,

而 艺
切

,
( , ) e

、
( , ) 的值由 s iln ht 法则知道当工件 次序

S 二
(
、
(一)

, 、
( 2 )

,

…
,

n
) )是

ws rP 序
(

_ _

P
` , 、

P
` , 、

尽IJ

一
毛

一
鉴 …

w
、
( l ) 功

,

( 2 )

二

概 )
时“ 最水 因此

,

最优” ( 乙
, ￡

,只需 “ 可行解范围中

寻找
,

所谓可行解 ( t
, 、
)是指 向量 t =

,
( 2 )

,

…
, :
(
n
) )是向量 t =

( r ,
,
: 2

,

…

1 二次规划

( t
} ,

2 2
,

…
,
t
。

)的分量 jt = O或 uj
,

且工件次序
S 二

(
s
( l )

,

,
,
。

)所对应的实际加工时间的 W SPT 序
.

2对于 工 件 jJ ( j

1
,

工作 去不压缩

0
,

工作 去压缩
’

n) 引 人 两 个 变 量
,

为 二 !
,

,

工作 jJ

0L
,

工作 jJ

压缩

不压缩
’ % 。 +j =

显然 为 + x 。 十 , = 这样压缩 向量 t =
( t

l ,
t Z

,

…
,
t
。

) (在可行解范 围内 )的

取值与向量 x =
(
、 , , x Z ,

…
,

脚
。

)
T (满足 为 十 x 。 + , = 1( j

二 1
,

2
,

… 。
) )的取值是一一对应的

.

因为一个工件对应加工时间压缩与不压缩两种状态
,

把工件 去(j 二 1
,

2
,

…
, 。

)看成两个工

件
,

一个仍记为 去
,

加工时间 e
= 马 一 巧 ;另一 个记为 J

。 + 了 ,

加工时间 尸
。 + , = 几

.

这 2 。 个工件

的 ws 件 序记为
。 = ( 。 (1)

, 。

()z
,

…
, 。
( 2

。
))

,

即Z丛上 蕊 生型 ( … 毛
.

丛业业
.

对于任意可行

叨
a
( 一) 功

a
( 2 ) 勿

。
( Z

n )

解 ( `
, 、
)

,

工件次序
、
一定是排序

。 的一个子排序
.

记 、 (j 。 =

全
。 ( , ) 、

。
(
`
。 十 aP ( J ,

,

这样所讨

论的问题归纳成如下整数二次规划

2n
习

+
勺醒户少

、 。
( J )氏 (J ) x

。
( J )

( IQp )

J 二 ]

cl ubj
、

全
、 。

(了。(全。 ( ` ) , 二 ( `。 十 。 (J ) )
二。

( J。
,

J = 1 孔二 、

5
.

t
.

为 + x n + , = l (j
= 1

,

2
,

…
, n

)
,

xj 任 {o
,

l }( j
= l

,

2
,

…
,

Z n
)

.

问题 ( )P 的可行解 (l
, 、
)可转化为 ( QI )P 的可行解 x

,

反之也一样
,

且 F (t
, 、
)

=
fl QP

(
二
)成

立
,

因此得到求解 ( IQ )P 的近似算法就有了求解 ( )P 的近似算法
.

把 ( IQ )P 中 xj ` {0
,

1 }松弛为 x] ) o 得到下列二次规划
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w 。 (了 )几 (, ) x
。
(, )

、 。
(了 , (全

。 。`。:
。 。` , + 。 (, 。)

: 。
( , )

、
乙川
2n
习月m i

fnQ
P
(
x
)
二

cj “产j +

c]哪勺 十

,JI洲J l
n一、丁
一 r

又一=]

s
·

t
·

x] + x n + , =

产

!
.

1
少llles
es.、

、、产

PQ
汀了.、

对 ( Q)P 任意一个的可行解 x =

l ( j
= l

,

2
,

…
, n

)
,

为 ) o ( j
= l

,

2
,

…
,

Z n
)

.

( x
l ,

x : ,

…
,

x2
。

)
,

用下面随机化方法得到一个 ( IQ )P 的可行

解 : 以概率 凡取
x

广
= 1 (即工件 jJ 压缩 )

、

以概率 无
。 十 , = l 一 xj 取可

二 0 (即工件 jJ 不压缩 ) (j’
=

1
,

2
,

…
, 。
)

,

令
二
J

+ j = 1 一 ` (j
二 1

,

2
,

…
, 。

)
,

这样得到 ; ` =
(
二
厂

, x
犷

,

…
, x
众)是 ( IQ )P 的可行

解
.

显然 x

了的数学期望 E (
x

厂)
= x] ( j

二 1
,

2
,

…
,

2 。
)

, x

厂与
x

广( i笋
。 + ,’) 是独立的

,

所以

E (
x

厂
x
厂)

= E (
x

了) E (
x
厂)

=

率
` ,

又 E (
x

r
x
厂

+ ,
)
二 E (

x

犷( 1
一 x

犷) )
= o 鉴凡 ( 1

一 x] )
=

率
。 + , ,

因此得到

引理 1 给定 ( Q)P 的一个可行解 无 =
(无

,
* 2 ,

…
,

礼
。

)
,

用随机化方法得到一个 ( IQ )P 的可

行解 x
` =

(
二
厂

, :
犷

,

…
, x
六)所得到的函数值 fl QP (

二 `

)的数学期望成立

E (fI QP ( x
`

) ) 毛 feQ (万 )
.

如果 无 二
( 、

, ,

无2 ,

…
,

、 2。

)是 ( Q)P 的一个最优解
,

根据引理 1 的结果
,

至少有一个随机选择

的 ( IQP )的可行解 x
` =

(
二
厂衬

,

…
, x
么 )满足 fl QP ( x

`

) 毛 E ( fl QP
( x

`

) ) 蕊九
P
(无 )

,

同时 ( IQ P )的

可行解一定是 ( QP )的可行解
,

可得到如下

定理 1 ( QI P )的最优值与 ( Q)P 的最优值相等
.

并且给定 ( Q)P 的一个最优解 、 =
( 、

, ,

* 2 ,

…
,

而
。

)
,

l( Q)P 的一个最优解
二 ` =

(
:
广

, x
犷

,

…
, :
么)可以 用如下方法得到

:
若 xj 二 l 或 o

,

则

可
= 1或 0

,

若 0 < 勺 < 1
,

则 x
广可 以任意取值 0 与 1

,

令
二
厂

+ , = 1 一 x

广( 1
,

2
,

…
, 。
.)

2 凸二次规划松弛

通过计算可得到

加 (
:
)

=

全
。、 十

艺
、 。 ( , ) (全。 (

`
) :

。
( `) + 。 ( , ) )

: 。
(, )

少二 I J = 1 乙 = 1

几 Z n

=

艺 c]叭
一

卜

艺
m

·
( / )凡 ( , ) X

。
(, 。 +

合
X ·
*

其 中

0

二
。
( 2 )凡 ( l )

w
。
(3 )凡 ( l )

w
。
(2

。
)凡 ( l )

叽 ( 2 )凡 ( , )

0

w
。
( 3 )凡 ( 2 )

w
。
(::

。
)凡 (2 )

功
。
( 3 )凡 ( , )

二
。
( 3 )凡 ( 2 )

0

加
。
( 2

。 )凡 ( 3 )

叽 ( 2
。
)凡 ( , )

w
。
( 2

。
)凡 ( 2 )

w
。
( 2

。
)凡 ( 3)

/lweeseseerll,eswelweeses

一一D

x =
(丸 (小 xa (2)

,

…
,

肠 (2n ) )
T ,

注意这与前面的 x 二
(
二 1 , 、 2 , ,

二 , 二 2。

)
T
表示的意思是一样的

只在分量次序上是不相同的
.

要使二次函数九
P
(
: )是凸的充分必要条件是矩阵 D 是半正定的

,

因此需对 D 进行变化
.
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当 为〔 {0
,

1 } (了
= 1

,

2
,

…
,

2 。
)时

,

xj =

对
,

这样
2 n

、 。
( , )凡 ( , ) x

。
(了 ) = 、 。

( , )凡 (了)二
厅
( , ) + 、 。

( , ) I七( , ) x己(
, )

。
艺=ljl一2ù

艺=l)1一2
、
艺=)]

告艺
=lj

2
、 。

( , )凡 (了 ) `
。
(了 ) + 冬

二 T A二
,

乙

其 中

、 。
( l )凡 (一)

0

O

A 二

w
。
( 2 )凡 ( 2 )

0

0

0 0 … O

0 0 … O

` 。 、3 )凡 (3 ) O … 0

0 0 … 、 。
(2

, ;
)凡 ( Z

n
)

où02,

所 以当 xj 任 {0
,

l }(j
二 1 …

,

Z n )时

xDX
l一2艺价叭

+
、 。

( , )凡 (了 ) x 。
、 , ) +

加丫臼=j1

w
。 。, )凡 (了 ) x

。
( , ) + 省

二 ”
’

(。 + A )二
.

乙

211

艺=j1l一2
cj 醒x}j

+

。 n

艺尸

设 E = D + A

、 J

( l )凡 ( , ) 、 。
( 2)凡 ( 1 ) 、 。

( 3 )凡川

、 。 ( 2 )凡 ( , ) 、 。
( 2 ) aP ( 2 ) 、 a

( 3 )凡 ( 2 )

、 a
( 3 )凡川 、 。

( 3 )凡 ( 2 ) 、 。 、 3 )凡 ( 3 )

叽 ( Z
n

)凡 ( l ) 、 a
( Z

n
)凡 (2 ) 、 。

( 2
; ;
)凡 (3 )

、 : 、 2了̀ ) aP 川

切
。
( 2

, ;

)凡 ( 2 )

w
。
( 2

。
)凡 ( 3 )

、 。
( 2

。
)凡 ( 2

。
)

由下面的引理可得矩阵 E 是半正定的
,

所 以考虑 目标函数为
2 九

合艺
切

·
(了 )凡 ( , ) ·

。 〔了) +

合
x

『

r

o
.

则 ,人 { ) 0
,

其中
一久心

引理 2 设 aj > 0
,

仃> 。 (j
= 1

,

2 …
,

耐
,

如果 鱼 簇 鱼 〔 … (

A k =

a Z占-

a Z b Z

a 3 b Z

a l

a 3 b !

a 3 b Z

a 飞乙:

a 、 b Z a * b 3

从而矩阵 E 的各阶主子式都大于等于零
,

所以矩阵 E 是半 正定的
.

证
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a 1bl

a Zbl

a* 一 1bl

a、 bl

a 2 61

a Zb Z

a* _ 2b Z

a* b Z

a Zbl

3 abl

a3 b Z

a、_ z b。

a、 b3

a 1b Z

a* bl

a* b Z

O 1

a 2

a Zbl

a Zb Z

3 abl

a3 乙 2

a、 bl

a* b Z

a* b* 一 1

a* 6*

口k _l
a、_ x b Z

b 2

a* 一 1b3

b3

a* b* 一l

b*

一一,凡A

a 3 6一
a o b Z 一

a x b 3

a Z 占。

a 、b l 一 a l b *

a 、 bZ 一 a Z b*

,.̀,妇-口召二

a k _ 1
a 、 b、

_

一
a * _ l b、

.les

.

es
.

esesl
.es
les

1.1
L口

,代a一l

二 a * 6 ,

恶(
a 、b`

· l 一 a `· l b` ) , o
,

下面给出凸二次规划松弛
2n艺川l一2

十勺U少午户

。

艺间fC 甲 (
x
)

xj + x n + ,

!
·
( 7 )凡 (, ) ·

。
(, ) +

告
x T

o
.

因为当 xj 任 {0
,

1」( j
= 1

,

2
, 二

` ,

Z n

l ( j

)时

二 l
,

2
,

…
, n
)

,

xj 多 0 ( j
二 1

,

2
,

…
,

Z n
)

.

对共 xj
,

所以 fc , (
二
) `加 (

:
)

.

用成
P
表示 ( QI P )的

in.tm.s

r
.

se.2、
.
IL

、 1声

PQC
了r吸、

最优值
,

用汤表示 (妙 )的最优值
,

则有

定理 2 给定 ( CQ)P 的最优解 了
,

用上述随机化方法得到 ( IQ )P 的可行解 x
` ,

则

(E j咖 (
, ’

)) 毛习交
p

.

证 显然 无 是 ( QP )的可行解
,

由引理 1得

E (fI Q P
(
二 `

) ) 〔 fQ
P
( 、 )

=
、 QP ( *卜 告̀客

` ·
( , )凡 (, )` 。 ( , ) 一 了 T

七 )

由 、 T

公 〕 o
,

艺 cl ujF , o
,

得 fc QP ( *

J 之 l

` 。
( j )凡 ( j浮

。
(, )

,

又 无 T

放 ) o
,

所 以

E ( fI QP (
x `

) ) 感 fZC
QP ( ` ) 蛋之拐

P =
之石毛

P
·

因为整数二次规划 ( IQ )P 与排序问题 ( )P 等价
,

所以 ( IQ )P 可行解 x
`

转化为 ( )P 的可行解

( t
关 , 、 `

)
,

由于凸二次规划是多项式时间可解的
,

从而得到

定理 3 给定 ( CQ)P 的最优解 无
,

利用上述随机化方法得到问题 ( )P 的可行解是求解问题

( P )的界为 2 的多项式 时间近似算法
.

定理 2 的证明过程中用至。了不等式 fc QP ( * ) )

合习
w

。
( , )氏 、 , )*

。
( , )

,

但是不等式 fc QP ( * )

二。 (, ) aP (, ) ,
。
( j ) 仅 当 无 的分量取 0 或 l 成立

,

在 ( CQp )中增加这一约束
,

可得凸规划
2n
艺=lj

多
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加丫一曰l一2

之十(一

{
, n i n /沁

P ( x , :

) =

。
.

t
·

: 〕 艺今叭
J 二 l

却
。
(
;
) P

二 、 ;
) 劣

。
( i )

+

韶
`

xE
’

: 〕 艺
、 。

( 、 )只 (
不
) x

二
( 、 )

,

为 + x 。 + 了 = l ( ,
= 1

,

2
,

…
, 。 )

,

为 〕 0( j = l
,

2
,

…
,

n)
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